


एवं फलन 


.4 समग्र अवलोकन (Overview) 

..] संबंध 

किसी अरिक्त समुच्चय ^ से अरिक्त समुच्चय B में संबंध र कार्तीय गुणन ७» 8 का एक 
उप-समुच्चय होता है। समुच्चय 4 से समुच्चय 8 में संबंध र के क्रमित युग्मों के सभी प्रथम घटकों 
के समुच्चय को संबंध र्‌ का प्रांत कहते हैं। समुच्चय ७ से समुच्चय 8 में संबंध र के क्रमित युग्मों 
के सभी द्वितीय घटकों के समुच्चय को संबंध ९ का परिसर कहते हैं। संपूर्ण समुच्चय 8 संबंध र 
का सह-प्रांत कहलाता है। नोट कीजिए कि परिसर सदैव सह-प्रांत का एक उप-समुच्चय होता है। 


...2 संबंधों के प्रकार 
किसी समुच्चय 4 से 4 में संबंध ९, ५^ का एक उप-समुच्चय होता है। अतः रिक्त समुच्चय 6 
तथा 4 ५4 (स्वयं), दो अन्त्य (९४४४९०९) संबंध हैं। 
06) किसी समुच्चय 4 पर परिभाषित संबंध 2 एक रिक्त संबंध कहलाता है, यदि 4 का कोई भी 
अवयव ^ के किसी भी अवयव से संबंधित नहीं है, अर्थात्‌ २=( ८७३८७ 
(9) किसी समुच्चय 4 पर परिभाषित संबंध र, एक सार्वत्रिक (००।४९7५३]) संबंध कहलाता है, यदि 
^ का प्रत्येक अवयव » के सभी अवयव से संबंधित हैं, अर्थात्‌ =^ A 


(म) समुच्चय 4 पर संबंध र स्वतुल्य (९।।९५।५९) कहलाता है, यदि सभी ८८4 के लिए ०२० 
2 सममित (symm) कहलाता है, यदि ७ ०, € ^ के लिए २४ => ९० तथा यह 
संक्रामक (४:००५।(।५९) कहलाता है, यदि ७०, ७, ८ € ^ के लिए ८% तथा Rc => Rc 
कोई भी संबंध, जो स्वतुल्य, सममित तथा संक्रामक है, एक तुल्यता (९५।४०।९१०९) संबंध 
कहलाता है। 

| = टिप्पणी | किसी तुल्यता-संबंध का एक महत्वपूर्ण गुण यह है कि वह सबंद्ध समुच्चय को 

युगलतः असंयुक्त उप-समुच्चयों में विभाजित कर देता है जिन्हें तुल्यता-वर्ग कहते हैं तथा जिनका 

संग्रह समुच्चय का विभाजन (7६००) कहलाता है। नोट कीजिए कि सभी तुल्यता-वर्गो के 
सम्मिलन से संपूर्ण समुच्चय प्राप्त होता है। 






.].3 फलनों के प्रकार 
6) कोई फलन /:5->५ एकैको (one-one) [या एकैक (inj९ct।५९)] फलन कहलाता है, यदि 
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(i) 


(if) 


# के अंतर्गत 2 के भिन्न-भिन्न अवयवों के प्रतिबिंब भी भिन्न-भिन्न होते हैं, अर्थात्‌ 


Xx, € Xf) fC) x =x, 
फलन /: % ~> ४ आच्छादक (070) [या आच्छादी (ऽ७८।९८।४९)] कहलाता है, यदि / के 
अंतर्गत ४ का प्रत्येक अवयव, % के किसी न किसी अवयव का प्रतिबिंब है, अर्थात्‌ प्रत्येक 
५€ ४ के लिए, 2 में एक ऐसे अवयव + का अस्तित्व है कि /(*) =) 
फलन /:% -> ५ एक एकैकी तथा आच्छादक [या एकैकी आच्छादी (७।९८६४९)] कहलाता 
है, यदि / एकैकी तथा आच्छादक दोनों ही होता है। 


...4 फलनों का संयोजन 


0) 


(i) 
(if) 


Gv) 


(५) 


॥..5 


() 


(i) 
(if) 
Gv) 


...6 
0) 


मान लीजिए कि / : ^> 8 तथा ¢ : 8 -> € दो फलन हैं। तब / तथा ¢ का संयोजन, 

९०. द्वारा निरूपित फलन ४ ०/: ^ -> € निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित हैः 
gof=gOo),vxEA 

यदि /:4->B तथा & : -> € एकैकी हैं, तो ४ ०/: ७ -> € भी एकैकी होता है 

यदि /: 4-> 8 तथा ¢ : 8 -> € आच्छादक हैं, तो ४ ०/: ^ > © भी आच्छादक होता है। 

तथापि, उपर्युक्त कथित नियम (परिणाम) () तथा (7) के विलोम आवश्यक रूप से सत्य नहीं 

होते हैं। इसके अतिरिक्त इस संबंध में निम्नलिखित नियम (परिणाम) हैं। 

मान लीजिए कि /: & -> 8 तथा &: 8 -> € दो दिए हुए फलन इस प्रकार हैं कि ९ ०/ 

एकैकी है, तो / भी एकैकी है। 

मान लीजिए कि /: 4-8 तथा &:४8-> ० दो दिए हुए फलन इस प्रकार हैं कि ९ ०/ 

आच्छादी है, तो ४ भी आच्छादी है। 

व्युक्कमणीय फलन 

कोई फलन /: % -> ४ व्युत्क्रमणीय होता है, यदि एक फलन ४: ४-> 2% का अस्तित्व इस 

प्रकार है कि ४०/=] तथा /०४=],. फलन & को फलन / का प्रतिलोम कहते हैं तथा 

प्रतीक / से निरूपित करते हैं। 


एक फलन /: % -> ४ व्युत्क्रमणीय होता है, यदि और केवल यदि / एकैकी आच्छादी है। 
यदि /: ५ -> ५, ४: ५ -> 2 तथा॥: 7 -> $ तीन फलन हैं, तो ॥०(९४०/ = (०६) ० 
मान लीजिए कि /: % > ४ तथा ४ : ४ -> 2 दो व्युत्क्रमणीय फलन हैं तो ४ ०/ भी 
व्युत्क्रमणीय होता है, इस प्रकार कि (४ ०/)! = #०. 

द्वि-आधारी संक्रियाएँ 

किसी समुच्चय 4 में एक द्वि-आधारी संक्रिया # एक फलन # : 4 % 4 -> A.है। हम # (०, 8) 
को ८ # 9 द्वारा निरूपित करते हैं। 
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(9) समुच्चय ‰ में एक द्वि-आधारी संक्रिया + क्रम-विनिमेय कहलाती है, यदि प्रत्येक 6, € % 
के लिए ० + } = + 4 

(67) एक द्वि-आधारी संक्रिया + : 4 ५ ^ -> ^ साहचर्य कहलाती है, यदि प्रत्येक 6, 9, ८ € 4 
के लिए (० # 9) # ८ = ध # (9 + ८) 

(४) किसी प्रदत्त द्वि-आधारी संक्रिया # : ^ ५^ >^ के लिए, एक अवयव ० € ^, यदि इसका अस्तित्व 

है, संक्रिया + का तत्समक (९४) कहलाता है, यदि ८ + ० == ८४५, a€A 

Aमें तत्समक अवयव ८ वाले प्रदत्त एक द्वि-आधारी संक्रिया + : 4% ^ -> ^, के लिए, किसी 

अवयव ८६ #» को संक्रिया + के संदर्भ में व्युत्क्रमणीय कहते हैं, यदि 4 में एक ऐसे अवयव 

छ का अस्तित्व इस प्रकार है कि 6& == #4 तथा & को ८ का प्रतिलोम (in४erऽe) 

कहते हैं और जिसे प्रतीक ८ द्वारा निरूपित करते हैं। 


(v 


~ 


.2 हल किए हुए उदाहरण 
लघु उत्तरीय ($.4.) 
उदाहरण ॥ मान लीजिए कि ^ = {0, ।, 2, 3} तथा # में एक संबंध 2 निम्नलिखित प्रकार से 
परिभाषित कीजिए: 
R={(0,0),(0,I),(0,3),(,@, A, WE, 2), (3, 0), (3, 3)} 
क्या र स्वतुल्य, सममित, संक्रामक है? 
हल 2 स्वतुल्य तथा सममित है, पंरतु संक्रामक नहीं है, क्योंकि (।, 0) € ९ तथा (0,3) ८ जब कि 
I,3)€R 
उदाहरण 2 समुच्चय 4 = {।, 2, 3}, के लिए एक संबंध र नीचे लिखे अनुसार परिभाषित कीजिए: 
R={(,2),0©,2), (3, 3), NN 
उन क्रमित युग्मों को लिखिए, जिनको र में जोड्ने से वह न्यूनतम (छोटे से छोटा) तुल्यता संबंध बन जाए। 
हल (3,]) एक अकेला क्रमित युग्म है जिसको ९ में जोड़ने से वह छोटे से छोटा तुल्यता संबंध बन 
जाता है। 
उदाहरण 3 मान लीजिए कि र = {(८, 9) : संख्या 2, ८ -॥ को विभाजित करती है} द्वारा परिभाषित 
संबंध रे पूर्णाकों के समुच्चय में तुल्यता संबंध है। तुल्यता-वर्ग [0] लिखिए। 
हल [0] = (0, + 2, + 4, + 6,...) 
उदाहरण 4 मान लीजिए कि फलन /:R-> 0 , / (४) - 4४ - |, ४ » ८ ९२ द्वारा परिभाषित है, तो 
सिद्ध कीजिए कि / एकैकी है। 


2/04/2048 


4 प्रश्न प्रदर्शिका 


हल किन्हीं दो अवयव %,, ५, € 2, इस प्रकार कि /(2,) = / (७), के लिए 
4x. -“ [54%,- ] 
= 42, = 4%, अर्थात्‌ #, = %, 
अतः / एकैकी है। 
उदाहरण 5 यदि /= {(5, 2), (6, 3)}, ४ = {(2, 5), (3, 6)}, तो #० ४ लिखिए। 
हल /०६ = {(2, 2), (3, 3)} 


उदाहरण 6 मान लीजिए कि /: R->R, /(() 5 4%-3 ५ *€ र. द्वारा परिभाषित एक फलन 
है, तो 7” लिखिए। 


हल दिया हुआ है कि (४) = 4४-3 = ५, (मान लीजिए), तो 


dx =y+3 
Pa: 
म x= 4 
y+3 
अतः fT) = क 


उदाहरण 7 क्या ८ (पूर्णांकों का समुच्चय) मेंmsn=m—n+mn ७77, ॥ € 7 द्वारा परिभाषित 
द्विआधारी-संक्रिया + क्रम-विनिमेय है? 
हल # क्रमविनिमेय नहीं है, क्योंकि ।,2€ 7 तथा । +2=-2+।.2=। जब कि 
2+]=2-+2.।=3 इस प्रकार +2 #2 # ]. 
उदाहरण 8 यदि / = {(5, 2), (6, 3)} तथा ९ = {(2, 5), (3, 6)}, तो / तथा ¢ के परिसर लिखिए। 
हल / का परिसर {2,3} तथा ¢ का परिसर = (5, 6} 
उदाहरण 9 यदि 4={।, 2,3} तथा / ४,^ 4 के उप-समुच्चय के संग निम्नलिखित प्रकार सूचित 
संबंध हैं 

f= {A,3), (2,3), (3, 2)} 

85 {(,2), (,3), (3, ])} 
/ तथा ¢ में से कौन फलन है और क्यों? 
इल / एक फलन है क्योंकि क्रमित युग्मों में प्रथम स्थान (घटक) में ^ का प्रत्येक अवयव द्वितीय 
स्थान (घटक) में 4 के केवल एक ही अवयव से संबंधित है जब कि ४ एक फलन नहीं है क्योंकि 
,4 के एक से अधिक अवयवों से संबंधित है, नामतः 2 तथा 3 से। 
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उदाहरण ]0 यदि ^ = (०, 2, ८, 4) तथा /< (०, 2), (9, 4), (०, 4), (4, ८)} तो सिद्ध कीजिए कि 
/ एकैकी है तथा » से पर आच्छादी है। /- भी ज्ञात कीजिए। 
हल / एकैकी है, क्योंकि 4 का प्रत्येक अवयव समुच्चय ^ के एक अद्वितीय अवयव से निर्दिष्ट 
(संबंधित) है। साथ ही / आच्छादी है, क्योंकि /(^) = ७ | इसके अतिरिक्त /! = {(#, ०), 
(4, 0), (a, 0), (८, 0}. 
उदाहरण ]] प्राकृत संख्याओं के समुच्चय N में m+n = g.c.d (m,n),m,nE 'ऐ द्वारा 
द्वि-आधारी-संक्रिया + परिभाषित कीजिए। क्या संक्रिया # क्रमविनिमेय तथा साहचर्य है? 
हल संक्रिया स्पष्टतः क्रम-विनिमेय है, क्योंकि 
mxn=g.cd(m,n)=g.cd(n,m)=nsm vymneN 

यह साहचर्य भी है, क्योंकि l,m,n € Nके लिए, 

lx(mxn)=g.c.d(l,g.c.d(m,n)) 

= g.c.d.(g.c.d(l,m),n) 


=(lxm)xn 


दीर्घ उत्तरीय (..4) 
उदाहरण ॥2 प्राकृत संख्याओं के समुच्चय च में एक संबंध र निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित कीजिए: 
yn,me N,nRm यदि # तथा में से प्रत्येक संख्या को 5 से विभाजित करने पर शेषफल 5 से 
कम बचता है, अर्थात्‌, 0, ।, 2, 3 तथा 4 में से कोई एक संख्या। सिद्ध कीजिए कि र एक तुल्यता संबंध 
है। साथ ही र द्वारा निर्धारित युगलतः असंयुक्त उप-समुच्चयों को भी ज्ञात कीजिए। 
इल 2 स्वतुल्य है, क्योंकि प्रत्येक ८ € च के लिए ०२०, ९ सममित है, क्योंकि ०, 9, € ४ के लिए, 
यदि ८, तथा ८ = 54+ साथ ही, 2 संक्रामक है, क्योंकि 6, 2, ० € के लिए, यदि ८२४ तथा 
८R८ तो ८९८ अतः 2, च में एक तुल्यता संबंध है, जो समुच्चय 8 का युगलतः असंयुक्त उपसमुच्चयों 
में विभाजन (7४४००) कर देता है। इस विभाजन से प्राप्त तुल्यता-वर्ग नीचे उल्लिखित हैं: 

A= (5, W0sI5,20...} 

A,={leeNeI6,2l...} 

A, relA/I2, I7, 22, ...} 

80, 5 (3, 8, I3, 8, 23, ...} 

A, = {4,9, ।4, ।9, 24, ...} 
यह सुस्पष्ट है कि उपर्युक्त पाँच समुच्च्य युगलतः असंयुक्त हैं तथा 
A;=N 


पर 


7८ + 


20, U A () A, U A, U 2५ तट 
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X 


x? +] 





उदाहरणा 3 सिद्ध कीजिए कि /(४) = +€ R द्वारा परिभाषित फलन /: R->Rन तो 


एकैकी है और न आच्छादी है। 
हल »,, », ८ 2, के लिए विचार कीजिए कि 
fe) =f) 
त म 


9 29 
क ॐ का 





= 


2 2 
= 2२+ =%, + |, 
= २, (५-2) = 5, ॐ, 
= *,=%, यो हू! 


हम देखते हैं कि *, तथा 2, ऐसे दो अवयव हो सकते हैं कि XX, फिर भी (७) =f Cx), 
उदाहरणार्थ हम , = 2 तथा ५, = 5 , लेते हैं, तो ((% = : तथा /(५) = : परंतु 2४ अतः # 


एकैकी नहीं है। साथ ही, / आच्छादी भी नहीं है क्योंकि, यदि ऐसा है, तो ।८R के लिए 3+€ R 


x 
> चडि) 


है क्योंकि समीकरण ५ ++ । = 0, » का कोई वास्तविक मान नहीं देता है। 





इस प्रकार कि /(४) = ।, जिससे =। प्राप्त होता है। पंरतु प्रांत रे में ऐसा कोई अवयव नहीं 


उदाहरण ।4 मान लीजिए कि /(0 = |#| + # तथा & (१) = || -» ७ € (२ द्वारा परिभाषित /, 
8 : २ -> हदो फलन हैं, तो /०8 तथा ४० ज्ञात कीजिए। 


हल यहाँ /(*) = |+| +> जिसे निम्नलिखित प्रकार से पुनः परिभाषित कर सकते हैं: 


2* यदि ~> 0 
2 | 0 यदि #<0 


इसी प्रकार, ४(४) = |» - = द्वारा परिभाषित फलन निम्नलिखित प्रकार से पुनः परिभाषित किया जा 
सकता है, 


0 यदि *> 0 
8) = | _2४ यदि < 0 
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इसलिए & ०7 निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित होगा: 
४20 के लिए, (४ ०/) (05८६४ ( () = § (22) = 0 
तथा + < 0, के लिए (४ ०/) (05४ ((७) = § (0) = 0 
फलस्वरूप, (६ ०/) (४) = 0, / x € R. 
इसी प्रकार /० ९ निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित होता हैः 
४20 के लिए, (£० ४ ) (0 = † (8 (0 = † (0) = 0 तथा 
£< 0 के लिए, (० ) (४) = / (800) =f (22) = - 4x 


0,x>0 
—4x,x<0 


अर्थात्‌, (/ ०8) (2) = 


उदारण 5 मान लीजिए कि 2 वास्तविक संख्याओं का समुच्चय है तथा /: ९ -> R एक फलन 
है, जो /(४) ८ 4% + 5 द्वारा परिभाषित है। सिद्ध कीजिए कि / व्युत्क्रमणीय है तथा 
£ ज्ञात कोजिए। 


हल यहाँ फलन /: 2 -> ह निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित हैः/ (४) = 4४+ 5 = + (मान लीजिए), तो 


dx=y-5 या 3 
x=y- x > कु 


—5 
जिससे & (9) = र द्वारा परिभाषित एक फलन ४ : ९ -> र मिलता है। 





इसलिए (8 ०/) (0 56४ (७ 58 ((४+ 5) 

हि ~ य 
या of का, 
इसी प्रकार fog) 0) 5 (४0)) 


र 
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या 


fog =k. 


अतः {‡ व्युत्क्रमणीय है तथा /! = ९ , जिससे /! (2) = मिलता है। 


उदाहरण 6 मान लीजिए कि 0 में परिभाषित # एक द्वि-आधारी संक्रिया है। ज्ञात कीजिए कि 
निम्नलिखित द्वि-आधारी संक्रियाओं में से कौन-कौन साहचर्य हैं: 


0) 


(i) 
(if) 
Gv) 

हल 


0) 


(i) 
(if) 


Gv) 


०, 2 € 0 के लिए०+b=a-b 


b 
a,bEQ के लिए 4 # 9 = र 


a,bEQ के लिए ० + = 4 - + ab 
a,bEQ के लिए 4 +: 9 = 4७? 


+ साहचर्य नहीं है, क्योंकि यदि हम ८ = ।, ७ = 2 तथा ८ = 3, लेते हैं, तो 
(Gxb)xc=(lx2)s3=(l-2)+3=-I-3=-4तथा 
ax(bxO=ls(Cx3)=lx(Q-D=I-(-D)=2 

अतः (८ # 9) # ८ # 4 + ( + ८) और इसलिए # साहचर्यं नहीं है। 

+ साहचर्य है, क्योंकि 0 में गुणन साहचर्य होता है। 

+ साहचर्य नहीं है, क्योंकि यदि हम 6-2, = 3 तथा ८ = 4 लेते हैं, तो 
(Gxbsc=(2+3)+4=(2-3+6)+4=5%+4=5-4+20=2], तथा 
ax(bxO=2x(Gx4)=2+(3-4+I2)=2xll=2-Il+22=3 
अतः (८ # 9) # ८ # 4 * (9 # ८) और इसलिए # साहचर्य नहीं है। 

# साहचर्य नहीं है, क्योंकि यदि हम ८= ।, = 2 तथा ८ = 3 लेते हैं, तो 

(4% b) # © = (] +2) # 3 = 4 # 3 = 4 % 9 = 36 तथा 

व * (9 # ८) = | # (2 # 3) = । # 8 = | % 82 = 324 

अतः (८ # 9) # ८ # 4 + (9 # ८) और इसलिए # संक्रामक नहीं है। 
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वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 


उदाहरण ]7 से 25 तक प्रत्येक में दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए- 


उदाहरण ।7 मान लीजिए कि रे प्राकृत संख्याओं के समुच्चय च में एक संबंध है, जो #२ यदि 
॥ विभाजित करता है को, द्वारा परिभाषित है, तो 2 


(^) स्वतुल्य एवं सममित है। (8) संक्रामक एवं सममित है 
(0) तुल्यता संबंध है (D) स्वतुल्य, संक्रामक है परंतु सममित नहीं है 


हल सही विकल्प (2) है, 

क्योंकि # विभाजित करता है # को, ७ ॥ € च, तो र स्वतुल्य है। ९ सममित नहीं है, क्योंकि 
3,6€ च परतु गुर # 6 R 3. र संक्रामक है, क्योंकि 7, #, # के लिए जब-जब #7/% तथा 
mr ~> nlr, अर्थात्‌, जब-जब 7 विभाजित करता हे + को। 


उदाहरण ।8 मान लीजिए कि 7. किसी समतल में स्थित सभी सरल रेखाओं के समुच्चय को निरूपित 
करता है। मान लीजिए कि एक संबंध र, नियम 7९ यदि और केवल यदि / लम्ब है # पर, 
५, € 7, द्वारा परिभाषित है। तब २ 


(A) स्वतुल्य है (8) सममित है (0) संक्रामक है (0) इनमें से कोई भी नहीं है 

हल सही विकल्प (98) है। 

उदाहरण ।9 मान लीजिए कि च प्राकृत संख्याओं का समुच्चय है तथा #: ४ -> ४, /(n)=2n 
+3 ५॥ € च द्वारा परिभाषित एक फलन है, तो / 

(A) आच्छादी है (B)एकैक है (0) एकैकी आच्छादी है ()इनमें से कोई भी नहीं है 
हल (8) सही विकल्प है। 

उदाहरण 20 समुच्चय 4 में 3 अवयव हैं तथा समुच्चय छ में 4 अवयव हैं, तो & से में परिभाषित 
एकैक प्रतिचित्रणों की संख्या 

(A) I44 (8) I2 (0) 24 (D) 64 

हल सही विकल्प (() है। 3 अवयव वाले समुच्चय से 4 अवयव वाले समुच्चय में एकैक प्रतिचित्रणों 
की कुल संख्या *?, है। अर्थात्‌ 4! = 24 

उदाहरण 2] मान लीजिए कि /: ॥ -> 7२, /(४) 5 sin ४ तथा & : R->R ४ (४) = 2?, द्वारा 
परिभाषित हैं, तो /० ४ 


(A) x’ sinx (B) (sin x)? (CQ) sin x2 (D) ह 





हल (0) सही विकल्प है। 
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उदाहरण 22 मान लीजिए कि /: R -> 2, /() = 3४-4, द्वारा परिभाषित है, तो /7 (0 


x+4 


3 
हल (A) सही विकल्प है। 





(A) (B) र 4 (0) 3४+4 (0) इनमें से कोई नहीं है। 


उदाहरण 23 मान लीजिए कि /: R -> 2, / (2) = *? + । द्वारा परिभाषित है, तो ।7 तथा -3 के 
पूर्व प्रतिबिम्ब क्रमशः. 

(A) 0, {4, - 4} (8) (3, - 3) (0) (4, - 4}, ९ (0) (4, - 4), (2, -2) है। 
हल (0) सही विकल्प है, क्योंकि // (।7)=*=>/(0)=7 या ४ +।=7= #+5+4 या 
fA (I7) 5 (4, - 4) तथा / ० (-3) के लिए, /7(-3) ==> f=-3=>m+l 
=-3= ४ 5-4 अतः /7(-3) = 0 

उदाहरण 24 वास्तविक संख्याओं «तथा के लिए परिभाषित कीजिए कि ५२), यदि और केवल यदि 
*-) +7 एक अपरिमेय संख्या है, तो संबंध 2 

(^) स्वतुल्य है (3) सममित है (0) संक्रामक है (0)इनमें से कोई भी नहीं है 
हल (A) सही विकल्प है। 

उदाहरण 25 से 30 तक प्रत्येक में रिक्त स्थान की पूर्ति कीजिए। 

उदाहरण 25 समुच्चय ^ = {।, 2,3} पर विचार कीजिए तथा 2, 4 में छोटे से छोटा तुल्यता संबंध 
है, तो = 

हल R= {(,]), (2, 2), (3, 3)). 


उदाहरण 26 / (+) = ४ -3४+2 द्वारा परिभाषित फलन /: 8 -> र का प्रांत है। 
हल यहाँ £ झ- 35+ 22 0 

=> (—-lIE@-—2)>0 

= *<]या +४22 
अतः ‡ का प्रांत = (- ००, ।] ७ [2, ००) 
उदाहरण 27 # अवयवों वाले समुच्चय ^ पर विचार कीजिए। 4 से स्वयं ^ पर एकैकी आच्छादक 
फलनों की कुल संख्या है। 
हल nl! 
उदाहरण 28 मान लीजिए कि 9 पूर्णाकों का समुच्चय है तथा 2, 7 में परिभाषित एक संबंध इस प्रकार 
है कि ०२७, यदि ८ - 0 भाज्य है 3 से, तो र समुच्चय 7 को युगलतः असंयुक्त 
उप-समुच्चयों में विभाजन करता है। 


2/04/2048 


संबंध एवं फलन ] 


हल तीन 


उदाहरण 29 मान लीजिए कि ह वास्तविक संख्याओं का समुच्चय है तथा रे में एक द्वि-आधारी 
संक्रिया # इस प्रकार परिभाषित है कि ०+ =०+-७ ४ 4,७६ ह. तो द्वि-आधारी संक्रिया 
+ के लिए तत्समक अवयव है। 

इल द्वि-आधारी सक्रिया # के लिए तत्समक अवयव 0 है। 

उदाहरण 30 से 34 तक प्रत्येक में प्रदत्त कथन सत्य हैं या असत्य हैं- 

उदाहरण 30 समुच्चय ^ = {।, 2, 3} तथा संबंध 2 = {(।, 2), (।, 3)} पर विचार कोजिए। ९ एक 
संक्रामक संबंध है। 

हल सत्य है। 

उदाहरण 3 मान लीजिए कि 4 एक परिमित समुच्चय है, तो 4 से स्वयं 4 में प्रत्येक एकैक फलन 
आच्छादी नहीं है। 

हल असत्य है। 

उदाहरण 32 समुच्चय ^, 8 तथा (! के लिए, मान लीजिए कि /: 4 -> 38, & : 8 > € फलन इस 
प्रकार के हैं कि फलन ४ ०/ एकैक है, तो / तथा ४ दोनों ही एकैक फलन हैं। 

हल असत्य है। 

उदाहरण 33 समुच्चय ७, 8 तथा € के लिए, मान लीजिए कि /: ^ -> 8, ४ : 8 > © फलन इस 
प्रकार के हैं कि फलन ४०/ आच्छादी है, तो & भी आच्छादी है। 

हल सत्य है। 

उदाहरण 34 मान लीजिए कि च प्राकृत संख्याओं का समुच्चय है, तो ०+ = +b, a,b N 
द्वारा ४ में परिभाषित द्वि-आधारी संक्रिया + के लिए तत्समक अवयव है। 

हल असत्य है। 


.3 प्रश्नावली 


लघु उत्तरीय प्रश्‍न ($A) 

।. मान लीजिए कि 4 = [०, 2, ८} तथा 4 में परिभाषित संबंध र निम्नलिखित हैः 
R = {(4,4), (9, ८), (८, 2)). तो उन क्रमित युग्मों की, कम से कम, संख्या लिखिए, जिनको 
र्‌ में जोड़ने से र स्वतुल्य तथा संक्रामक बन जाता है। 

2. मान लीजिए कि 2, /(2) = 28७ द्वारा परिभाषित, वास्तविक मान फलन / का प्रांत है, 


तो D को लिखिए। 
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सी 


SM 


I0. 


II. 


[2. 


]3. 


4. 


॥39, 


मान लीजिए कि /, £: R -> ह क्रमशः /(४) = 2४ + | तथा & (४) 5४४ - 2, ७» ८ (२ द्वारा 
परिभाषित हैं, तो &०/ ज्ञात कीजिए। 
मान लीजिए कि / : ९ ->R फलन /(%) = 2४-3 ७० «८ ९२ द्वारा परिभाषित है। /! लिखिए। 
यदि ^ = (०, 2, ८, 4} तथा फलन /= {(८, 9), (७, 4), (८, 4), (4, ८)}, तो /' लिखिए। 
यदि / : R->R,/ (४) ८? - 3: + 2 द्वारा परिभाषित है, तो /(/ (2)) लिखिए। 
क्या ९ = {(।, ]), (2, 3), (3, 5), (4,7)} एक फलन है? यदि ४, 8 (४) = ०४+ 3 द्वारा वर्णित 
है, तो ० तथा $ का मान क्या निर्धारित होना चाहिए? 
कया क्रमित युग्मों के निम्नलिखित समुच्चय, फलन हैं? यदि ऐसा है, तो जाँच कीजिए कि 
प्रतिचित्रण एकैक अथवा आच्छादी हैं कि नहीं हैं। 
0) (७५, 3): » एक व्यक्ति है, » माँ है + की} 
(){(८, 9): ८ एक व्यक्ति है, # पूर्वज है ८ का} 
यदि प्रतिचित्रण / तथा & क्रमशः /= {(], 2), (3, 5), (4, ])} तथा & = {(2, 3), (5, ।), (, 3)} 
द्वारा दत्त हैं, तो #० & लिखिए। 
मान लीजिए कि € सम्मिश्र संख्याओं का समुच्चय है। सिद्ध कीजिए कि /(2) = |, ५ 2€ 
€ द्वारा दत्त प्रतिचित्रण /: €> Rन तो एकैकी है और न आच्छादक (आच्छादी) है। 
मान लीजिए कि फलन /: R -> 2, / (४) = ००७४, ७ *€ हे, द्वारा परिभाषित है। सिद्ध 
कीजिए कि / न तो एकैकी है और न आच्छादक (आच्छादी) है। 
मान लीजिए कि % = {।,2,3}तथा ४ = {4,5}. ज्ञात कीजिए कि क्या % »४ के निम्नलिखित 
उपसमुच्चय > से ४ में फलन हें या नहीं हैं। 

6) f=tl,A),0,5),@,4),6,5)}) )g={(,4),(2,4),(3,4)} 

Gi) h= {(,4), ©, 5), (3, 5)} Gv) k= {(L,4), (2, 5)} 
यदि फलन /: 4 -> तथा  : 8 > ^ , ४ ०/ =], को संतुष्ट करते हैं, तो सिद्ध कीजिए 
कि / एकैक है तथा ह आच्छादक है। 


मान लीजिए कि /: R-> र, / (४) = ५2 ८ रे द्वारा परिभाषित एक फलन है, 


2-cosx 
तो / का परिसर ज्ञात कोजिए। 


मान लीजिए कि 7 एक निश्चित (स्थिर) धन पूर्णाक है। 2 में एक संबंध र निम्नलिखित प्रकार 
से परिभाषित कीजिए: ७०, ८ 7, ०२७ यदि और केवल यदि ८ - भाज्य है # से। सिद्ध 
कीजिए कि 2 एक तुल्यता संबंध है। 
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दीर्घ उत्तरीय प्रशन (...) 


I6. 


I7. 


I8. 


I9. 


20. 


2. 


22. 


यदि ^= {।, 2, 3,4 }, तो 4 में निम्नलिखित गुणों वाले संबंधों को परिभाषित कीजिए: 
(4) स्वतुल्य तथा संक्रामक हों कितु सममित नहीं हों। 
(७) सममित हों परन्तु न तो स्वतुल्य हों और न संक्रामक हों। 
(८) स्वतुल्य, सममित तथा संक्रामक हों। 
मान लीजिए कि 2, प्राकृत संख्याओं के समुच्चय च में निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित एक 
संबंध है। 
R={,y):xeN,yeN,2x+y=4}. संबंध ह॒ का प्रांत तथा परिसर ज्ञात कीजिए। साथ 
ही सत्यापित (जाँच) कीजिए कि क्या र स्वतुल्य, सममित तथा संक्रामक है। 
दिया हुआ है कि 4= {2,3,4}, 8 = {2, 5, 6,7} निम्नलिखित में से प्रत्येक के एक उदाहरण 
को रचना कीजिए: 
(३) ^ से B में एक एकैक प्रतिचित्रण। 
(७) ^ से 8 में एक ऐसा प्रतिचित्रण, जो एकैक नहीं है। 
(०) 8 से & में एक प्रतिचित्रण। 
एक ऐसे प्रतिचित्रण का उदाहरण दीजिए जो- 
0) एकैकी है कितु आच्छादक नहीं है। 
(४) एकैकी नहीं है कितु आच्छादक है। 
(४) न तो एकैकी है और न आच्छादक है। 


-2 
मान लीजिए कि ^= R- (3), 8 R- - (). मान लीजिए कि /: ^ -> 8, /(0 = जा 


> € 4 द्वारा परिभाषित है, तो सिद्ध कीजिए कि / एकैकी आच्छादी है। 
मान लीजिए कि ^=[-।,]], तो विचार कीजिए कि क्या ^ में परिभाषित निम्नलिखित फलन 


एकैको, आच्छादक या एकैकी आच्छादी हैं: 
6) f= 0) 805) = |» (iii) hr) = xx 60) KC) = x 


निम्नलिखित में से प्रत्येक च में एक संबंध परिभाषित करते हैं: 
0) >बड़ा है )से, x ye N Gi x+y=l0,xyeN 
(8) ++ किसी पूर्णाक का वर्ग है, ५ ye N_ (iv) x+dy=I0xyeN 
निर्धारित कीजिए कि उपर्युक्त संबंधों में से कौन-से संबंध स्वतुल्य, सममित तथा संक्रामक हैं। 
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23. 


24. 


29. 


26. 


27. 


मान लीजिए कि ^ = {।, 2, 3, ... 9} तथा 4 4 में (८, 9), (८, 4) के लिए (७, 9) R 
(८, थ) यदि और केवल यदि 4+ ४-४9 + ८ द्वारा परिभाषित र एक संबंध है। सिद्ध कीजिए 
कि 2 एक तुल्यता संबंध है तथा तुल्यता-वर्ग [(2, 5)] भी प्राप्त (ज्ञात) कीजिए। 
परिभाषा का प्रयोग करते हुए, सिद्ध कीजिए कि फलन /: ^ -> 8 व्युत्क्रमणीय है, यदि और 
केवल यदि, / एकैकी तथा आच्छादक दोनो है। 
फलन /,  : R -> ह क्रमशः /(४) = ५? + 3४+ | तथा ४ (४) = 2४-3 द्वारा परिभाषित हैं, 
तो निम्नलिखित ज्ञात कीजिए: 
(JOE GD) gof Gi) fof Gv) g02 
मान लीजिए कि एक द्वि-आधारीय संक्रिया + 0 में परिभाषित है। ज्ञात कीजिए कि 
निम्नलिखित द्वि-आधारी संक्रियाओं में से कौन-कौन सी संक्रियाएँ क्रम-विनिमेय हैं 
60) axb=a-bva,bEQ Wi) axb=a+bva,bEQ 
(i) ax+b=a+abvabeQ (v axb=(a-bD’va,beQ 
मान लीजिए कि ह में द्वि-आधारी संक्रिया + ८% = । +4७, ७ ७, € र. तो संक्रिया + 
0) क्रम-विनिमेय है कितु साहचर्य नहीं है। ()साहचर्य है कितु क्रम-विनिमेय नहीं है। 
(म) न तो क्रम-विनिमेय है और न साहचर्य है। (४)क्रम-विनिमेय तथा साहचर्य दोनों ही है। 


वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 
प्रश्‍न सख्या 28 से 47 तक प्रत्येक में दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए- 


28. 


29. 


30. 


मान लीजिए कि 7, युक्लिडीय समतल में, सभी त्रिभुजों का समुच्चय है तथा मान लीजिए 
कि ग में एक संबंध 2 इस प्रकार परिभाषित है कि ०२७ , यदि ८ सर्वागसम है 0 के, 
ya bET, तो R 


(^) स्वतुल्य है कितु संक्रामक नहीं है। (8) संक्रामक है कितु सममित नहीं है। 
(0) तुल्यता संबंध है। (0) इनमें से कोई नहीं है। 

किसी परिवार में बच्चों के अरिक्त समुच्चय तथा ८२४, यदि ८ भाई है ७ का, द्वारा परिभाषित 
संबंध 2 पर विचार कीजिए, तो २ 

(^) सममित है किन्तु संक्रामक नहीं है। (8) संक्रामक है किन्तु सममित नही है। 
(©) न तो सममित है और न संक्रामक है (D) सममित तथा संक्रामक दोनों है। 
समुच्चय ^ = {, 2, 3} में तुल्यता संबंधों की अधिकतम संख्या 

(A) I (B) 2 (0) 3 (D) 5 है। 
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EF 


32. 


33. 


34. 


8, 


36. 


8 


38. 


A) 9330x2426 Dogri 6x? +26 


संबंध एवं फलन ।5 


यदि समुच्चय {।, 2, 3} में = {(।, 2)} द्वारा परिभाषित एक संबंध र्‌ है, तो र 
(^) स्वतुल्य है (8) संक्रामक है (९) सममित है (0)इनमें से कोई भी नहीं है 
मान लीजिए कि हम र में एक संबंध रे इस प्रकार परिभाषित करें कि /९,यदि 629४, तो R 


(^) एक तुल्यता संबंध है (8) स्वतुल्य तथा संक्रामक है कितु सममित नहीं है 
(0) सममित तथा संक्रामक है कितु (0) न तो संक्रामक है और न स्वतुल्य है कितु 
स्वतुल्य नहीं हैं सममित है 


मान लीजिए कि ^= {, 2,3} संबंध [२ - {], ]), (2, 2), (3,3), (, 2), (2, 3), (,3)} 
पर विचार कीजिए, तो २ 

(^) स्वतुल्य है कितु सममित नहीं है (8) स्वतुल्य है कितु संक्रामक नहीं है 
(0) सममित तथा संक्रामक है (D) न तो सममित है और न संक्रामक है 


Q ~ {0} में a & } = ७०, 2 € 0- {0} प्रकार से परिभाषित द्वि-आधारी संक्रिया # 
का (के लिए) तत्सम अवयव 
(A) I (B) 0 (0)2 (0) इनमें से कोई नहीं है। 


यदि समुच्चय # में 5 अवयव हैं तथा समुच्चय 8 में 6 अवयव हैं, तो ^ से 8 में एकेकी तथा 
आच्छादक प्रतिचित्रणों की संख्या 

(A) 720 है (8) 720है (९)0है (D) इनमें से कोई नहीं है 
मान लीजिए कि ^ = {!, 2, 3, ...#} तथा B = {८,५} , तो से 8 में आच्छादी प्रतिचित्रों 
(प्रतिचित्रणों) की संख्या 

(A) "P, है (8) 2"-2है (0) 2" - है (D) इनमें से कोई नहीं है 


मान लीजिए कि /: R->R, /(४) = ~ ५*€ रेके द्वारा परिभाषित है, तो / 
(^) एकैकी है (B)आच्छादक है (0) एकैकी आच्छादी है (D)/ परिभाषित नहीं है 


मान लीजिए कि /: R-> BR, /(४) = 3४2 - 5 द्वारा तथा :R > R 2 (») = प 
द्वारा परिभाषित है, तो ४ ०/ निम्नलिखित है, 


3%” -5 3%” -5 3x 3४7 
(© Fy2x2-4 ©) 9x कक के -2 
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39. 7 से 7 में निम्नलिखित फलनों से कौन-से एकैकी आच्छादी हें? 
(A) fo)=x (B)fo)=x+2 (Ofo=2x+l D)fO= x +l 
40. मान लीजिए कि /: R -> 7२, / (४) = % + 5 द्वारा परिभाषित एक फलन है, तो /-! (2) 
निम्नलिखित है, 


हा 
(A) (x+5) (8) (४-5)? (Q) 6-2)? D) 5-x 


4।. मान लीजिए कि /: ७ ->8 तथा ¢: 8 -> ० एकैकी आच्छादी फलन हैं, तो (९ ०/ 
निम्नलिखित है, 


(A) flog’ B)fog (QC) €& of! D) g of 
3 
42. मान लीजिए कि /: R | | -> 7१, /(४) ८ द्वारा परिभाषित है, तो 
(A) ४7 (0-७) (8) / (७) 5८ (0 
I 
(CO) (fof)x=-—x (D) / OE) = प्र Gr) 
*, यदि % परिमेय है 
43. मान लीजिए कि /: [0, ।] -> [0, ।], / (0 = ।4- दि ¬ अपरिमेय है द्वारा परिभाषित 
है, तो fof)x 
(^) अचर है (8) ]+=है (©) =है (D) इनमें से कोई नहीं है 
44. मान लीजिए कि /: [2, ००) > R, / (४) =% - 4४+ 5 द्वारा परिभाषित एक फलन है, तो 
/ का परिसर 
(A) R है (8) [!, ०) है (0) [4,००) है (D) [5, ०१) है 
45. मान लीजिए कि /:\ ->R, /(४) = --_ द्वार परिभाषित एक फलन है, तथा 


3 
8: 0 -> 7९, & (0) 5 »+2 द्वारा परिभाषित एक अन्य फलन है, तो (९०7) [| 


(A) Iिहै (8) | है (0) - है (0) इनमें से कोई नहीं है 
46. मान लीजिए कि /: R-> 7२, 


D2x:x>3 
fx)=ix°:l<x<3 
3x:x<] 
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द्वारा परिभाषित है, तो # (-]) +/£(2) +/ (4) 
(A) 9 है (8) ॥4 है (0) 5है (D)इनमें से कोई नहीं है 
47. मान लीजिए कि /: R -> ह, / (2) = ०7 = द्वारा दत्त है, तो /7 (]) 
Eg ग 
(0) यू हे (B) (+त: Z}है 
(८) का अस्तित्व नहीं है। (D) इनमें से कोई नहीं है 
प्रशन सख्या 48 से 52 तक प्रत्येक में रिक्त स्थान की पूर्ति कीजिए- 
48. मान लीजिए कि च में एक संबंध 2, ८२७ यदि 2८ + 3 = 30 द्वारा परिभाषित है, तो 
[२८ 
49. मान लीजिए कि ^ = {।, 2, 3, 4, 5} में एक संबंध ९ = ((७, 2) : ८? - ४१ < 8 द्वारा 
परिभाषित है, तो २ द्वारा व्यक्त है। 
50. मान लीजिए कि /= {(], 2), (3, 5), (4, ])} तथा ४ = {(2, 3), (5, ]), (।,3)} तो 
gof = तथा 7० & = ; 








5. मान लीजिए कि /: RR, 7 [ठ शरण परिभाषित है, तो 
(fofof) (0 

52. यदि / (2) = (4 - (४-7)3}, तो / (४) = 

बतलाइए कि प्रश्‍न सख्या 53 से62 तक प्रत्येक के कथन सत्य हैं या असत्य हैं- 

53. मान लीजिए कि समुच्चय ^ = {], 2, 3} में परिभाषित एक संबंध र = {(3, ]), (], 3), 
(3, 3)), तो 2 सममित तथा संक्रामक है किंतु स्वतुल्य नहीं है। 

54. मान लीजिए /: R -> R, /(2) = आ॥ (3%+2), (७ > € 7२ द्वारा परिभाषित एक फलन है, तो / 
व्युत्क्रमणीय है। 

55. प्रत्येक संबंध जो सममित तथा संक्रामक है स्वतुल्य भी है। 

56. एक पूर्णांक # एक अन्य पूर्णांक # से संबंधित कहलाता है, यदि 7 एक पूर्णाकीय गुणज है ॥ 
का। 2 में इस प्रकार का संबंध स्वतुल्य, सममित तथा संक्रामक होता है। 

57. मान लीजिए कि ^= {0, ।} तथा ॥ प्राकृत संख्याओं का समुच्चय है, तो /(27-।) = 0, £2) = ], 
७४ € च द्वार परिभाषित प्रतिचित्रण /: ४ -> ^ आच्छादक है। 

58. समुच्चय ^में, [२ - {{।, ]), (], 2), (2, ]), (3, 3)} प्रकार से परिभाषित संबंध र स्वतुल्य, 
सममित तथा संक्रामक है। 

59. फलनों का संयोजन क्रम-विनिमेय होता है। 

60. फलनों का संयोजन साहचर्य होता है। 

6]. प्रत्येक फलन व्युत्क्रमणीय होता है। 

62. किसी समुच्चय में किसी द्वि-आधारी संक्रिया का तत्समक अवयव सदैव होता है। 
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